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A prova inclui 3 itens, devidamente identificados no enunciado, cujas respostas contribuem
obrigatoriamente para a classificagao final (itens 1., 2. e 7.1.). Dos restantes 11 itens da prova, apenas
contribuem para a classificagao final os 8 itens cujas respostas obtenham melhor pontuagéo.

Para cada resposta, identifique o item.

Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta azul ou preta.

N&o é permitido o uso de corretor. Risque aquilo que pretende que n&o seja classificado.
E permitido o uso de régua, compasso e calculadora grafica.

Apresente apenas uma resposta para cada item.

As cotagbes dos itens encontram-se no final do enunciado da prova.

A prova inclui um formulario.

Nas respostas aos itens de escolha mudltipla, selecione a opgao correta. Escreva, na folha de respostas, o
numero do item e a letra que identifica a op¢ao escolhida.

Nas respostas aos restantes itens, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas as justificagcoes
necessarias.

Quando, para um resultado, ndo € pedida a aproximagao, apresente sempre o valor exato.
Sempre que recorrer a calculadora, apresente, consoante a situagdo, todos os elementos relevantes

visualizados na sua utilizagdo, como:

e 0s graficos obtidos, com os pontos relevantes assinalados (por exemplo, pontos de intersecg¢ao de graficos,
pontos de maximos e pontos de minimos);

e as linhas relevantes da tabela obtida para a resolugao;

e as listas que introduziu na calculadora para obter as estatisticas relevantes para a resolugéo (por exemplo,
média, desvio padrao, coeficiente de correlagao e declive e ordenada na origem de uma reta de regressao).
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Formulario

Modelos de grafos
Condicao necessaria e suficiente para que um grafo conexo admita circuitos de Euler

Um grafo conexo admite circuitos de Euler se e s6 se todos os seus vértices forem de grau par.

Modelos de probabilidade

Teorema da probabilidade total e regra de Bayes

4D 4D

B B B | B | B
P(d) = P(ANB)+P(ANB) = P(4) = P(ANB,)+P(AN By)+P(ANBs) =
_ P(B)x P(4|B)+P(B) x P(4| B) = P(B))x P(A| B,)+ P(By) X P(A | By)+ P(B3) % P(4 | B3)
P(B|A) = P(]’j(z)B) - P(B, |A):P(‘;(72)Bk):
_ P(B) X P(4|B) _ P(By) X P(4| By)
~P(B)xP(4|B)+P(B)xP(A|B) = P(B)) X P(A| By)+ P(B,) x P(A | B,)+ P(B3) x P(4 | B)

podendo k tomar os valores 1,2 ou 3
Modelo normal
Se X é N(u, 0), entao:
Plu—-o<X<pu+o)=0,6827
P(u-20<X<u+20)=0,9545
P(yu-30<X<u+30c)=0,9973
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Intervalos de confianga

Intervalo de confianga para o valor médio 4 de
uma variavel aleatéria normal X, admitindo que se

conhece o desvio padrao da variavel

Intervalo de confianga para o valor médio ¢ de uma
variavel aleatdria X, admitindo que se desconhece
o desvio padrao da variavel e que a amostra tem

dimens&o superior a 30

(0] o

x-2-9, ¥+z2-0
Vn' " e

N

Vn

N

V'n

X-7-3, X+z

n — dimensao da amostra
X — média amostral
0 — desvio padréo da variavel

Z — valor relacionado com o nivel
de confiancga (*)

n — dimensao da amostra
X — média amostral
S — desvio padrédo amostral

Z — valor relacionado com o nivel
de confianga (*)

Intervalo de confianga para uma proporgéo p, admitindo que a
amostra tem dimens&o superior a 30

n — dimensao da amostra

~

D — proporgéo amostral

Z — valor relacionado com o nivel de confianca (*)

(*) Valores de z para os niveis de confianga mais usuais

Nivel de confianca 90% 95% 99%

z 1,645 | 1,960 | 2,576
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1. A Maria e os amigos estavam a planear o itinerario do Interrail que tencionavam fazer nas férias.

Para selecionar a cidade que visitariam a seguir a Roma, consultaram diversos blogues de viagens.
Num deles, o autor apresentava as listas de preferéncias de 23 pessoas que tinham visitado Italia.

Com estas listas, construiram a tabela seguinte, na qual a lista de preferéncias de cada uma das
23 pessoas equivale a um voto.

Tabela 1
Votos
8 7 5 3
Preferéncias

1.2 Veneza Florenca Milao Napoles
22 Florenca Milao Napoles Veneza
3.2 Napoles Veneza Florencga Mildo
4.2 Milao Napoles Veneza Florenca

A selecao da cidade resultou da aplicagdo do método a seguir descrito.

Efetua-se a contagem do numero de votos em cada cidade, como primeira preferéncia, e verifica-se
se alguma delas obtém a maioria absoluta. Caso isso se verifique, essa cidade é a vencedora.

Caso contrario, elimina-se a cidade menos votada como primeira preferéncia. Em seguida, a tabela
de preferéncias é reestruturada, e, em cada coluna, as cidades que ocupavam os lugares abaixo
da cidade eliminada sobem uma linha, mantendo-se pela mesma ordem.

Os procedimentos anteriores s&o aplicados a nova tabela de preferéncias obtida no ponto anterior.

O processo repete-se até que uma das cidades obtenha a maioria absoluta na primeira preferéncia.

Indique a cidade que a Maria e os amigos planeiam visitar a seguir a Roma.

Na sua resposta, aplique o método anteriormente descrito, apresentando todos os calculos efetuados.
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2. A Maria, o Carlos, a Elsa, o Pedro e a Sara pretendem visitar Franga durante o seu Interrail. Para
prepararem a viagem, decidem pesquisar sobre o pais. Como todos querem dar o seu contributo
na pesquisa e tém pouco tempo para a realizar, decidem dividir o mapa do pais em cinco parcelas,
ficando cada um responsavel pela recolha de informagao sobre uma das parcelas.

Os cinco amigos acordaram entre si que o algoritmo a seguir descrito proporcionaria uma divisao

justa do mapa do pais.

1.° passo: Atribui-se, aleatoriamente, uma ordem aos amigos. Considere-se que a ordem atribuida
foiA,B,C,DeE.

2.° passo: O amigo A delimita uma parcela do mapa que considera corresponder a % do total, visto
serem cinco os intervenientes iniciais, e entrega a parcela em causa ao amigo B.

3.° passo: O amigo B pronuncia-se, concordando com a divisdo efetuada ou dela discordando:
— se considera que a parcela que lhe foi entregue é 13 do mapa (ou menos), passa a vez

ao amigo seguinte, entregando-lhe a parcela em causa,;

— se considera que a parcela que Ihe foi entregue é mais do que % do mapa, retifica-a

(retirando-lhe uma parte) e passa a vez ao amigo seguinte, entregando-lhe a parcela
em causa.

4.° passo: O amigo C repete o procedimento do 3.° passo e entrega a parcela em causa ao amigo D.
5.9 passo: O amigo D repete o procedimento do 3.° passo e entrega a parcela em causa ao amigo E.

6.° passo: O amigo E pronuncia-se:

— se concorda com a divisao efetuada, atribui a parcela resultante de todo este processo
ao ultimo amigo que tenha retificado a parcela, ou, se ninguém a tiver retificado,
entrega-a ao amigo A;

— se discorda da divisao efetuada, retifica a parcela, e esta é-lhe entregue.

Termina assim a primeira volta, saindo o amigo que acabou de receber a parcela.

7.° passo: A segunda volta faz-se com o que resta do mapa e inicia-se no amigo a seguir ao que
acabou de receber a parcela na volta anterior, mantendo-se a ordem entre os restantes
amigos.

8.° passo: Realizam-se as voltas necessarias, sempre com um amigo a menos do que na volta
anterior, até que restem apenas dois amigos. Quando isso acontecer, um divide e o outro
escolhe. Termina, assim, a divisdo do mapa pelos cinco amigos.

Para a divisdo do mapa, a ordem atribuida aleatoriamente foi: Carlos, Maria, Elsa, Pedro e Sara.

Admita que:

® na primeira volta, apenas a Elsa e o Pedro retificaram a parcela do mapa;

e 3 Elsa ndo voltou a retificar;

e 0 Carlos so retificou uma vez, quando a Elsa comegou a volta;

e a Elsa comecgou a 3.2 volta.

Identifique, justificando, os amigos a quem foram atribuidas parcelas do mapa nas primeiras trés
voltas.
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3. A Elsa, que em 2018 fez um Interrail, relatou a Maria a sua viagem, explicando-lhe também algumas
dificuldades na sua organizagéo.

Uma das dificuldades foi decidir que paises visitariam e, em cada pais, a quantas cidades iriam.

O grupo de amigos da Elsa acabou por decidir que visitariam a Alemanha, a Austria, a Franca, a ltdlia e a
Suica e que, em cada pais, iriam apenas a uma cidade.

Na Tabela 2, apresentam-se as distancias, em quilémetros, entre as cidades que o grupo considerou mais
atrativas e os paises a que pertencem.

Tabela 2
Cidades | Viena | Salzburgo | Paris Mildo Veneza | Zurique
Alemanha | Munique 430 140 800 500 520 340
Viena 290 1230 860 600 740
Austria
Salzburgo 980 530 460 450
(7]
8 | Franca | Paris 850 | 1100 | 650
o
Mildo 270 280
Italia
Veneza 540
Suica Zurique

Os amigos acordaram que o percurso a realizar seria definido partindo de um grafo no qual duas cidades
séo interligadas se n&o pertencerem ao mesmo pais, selecionando-se apenas uma cidade de cada pais e
atendendo ao seguinte algoritmo:

e escolher a aresta do grafo com menor peso, qualquer que ela seja;

e escolher, sucessivamente, as arestas de menor peso, garantindo que trés arestas do percurso que esta
a ser definido ndo se encontram num mesmo vértice e ndo permitindo que se fechem percursos sem
que todos os vértices sejam incluidos.

Apresente um percurso possivel, definido pelo grupo de amigos da Elsa, com inicio e fim na cidade de
Paris.

Na sua resposta, apresente:
— a ordenacao das arestas selecionadas pelo algoritmo descrito;
— um grafo que resulte da aplicacéo do algoritmo;

— um percurso que o grupo de amigos da Elsa podera ter definido.
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4. No planeamento de uma viagem, a Maria e quatro amigos pesquisaram, online, os diferentes pregos para
um mesmo alojamento praticados por quatro plataformas de reserva, A, B, C e D.

Depois da pesquisa, selecionaram dois hotéis, H1 e H2.
Na Figura 1, observa-se parte de um mapa da cidade que vao visitar, no qual estdo assinaladas:

® alocalizagéo dos hotéis e os pregos por noite, para um grupo de cinco pessoas, nas 4 plataformas;

® as zonas de transportes publicos, 1, 2 e 3.

\ Plataforma A - 155 €
1 2 3 \
Plataforma A - 232,5 € / Plataforma B - 175 €
Plataforma B - 225 € * v Plataforma C - 197,5 €
Plataforma C - 245 € Plataforma D - 162,5 €
Plataforma D - 215 €

* Oferta de 10% de desconto
sobre o prego indicado

Figura 1

O grupo de amigos pretende visitar o centro da cidade, que se situa na zona 1. Como tal, se os amigos
reservarem o hotel H1, podem deslocar-se a pé. Caso reservem o hotel H2, terdo de comprar um passe
turistico para se deslocarem de transporte publico desde a zona do hotel até ao centro da cidade.

Na Tabela 3, indicam-se os precos dos passes turisticos, por pessoa, em fungdo das zonas e dos dias de
utilizacao dos passes.

Tabela 3
N.° de dias Zonas de 1a2 Zonasde1a3
1 dia 10,55 € 22,20 €
2 dias 17,15 € 33,70 €
3 dias 23,40 € 47,25 €

Um dos amigos efetuou calculos, de modo a encontrar a solugdo mais econdémica para permanecerem na
cidade duas noites e, se tal fosse o caso, adquirirem um passe turistico para trés dias.

Qual é o hotel, H1 ou H2, que o grupo deve selecionar?

Na sua resposta, apresente o custo total da estadia na cidade, para o grupo dos 5 amigos, caso 0os amigos
fiqguem no hotel H1 e caso fiquem no hotel H2.
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No Grafico 1, apresentam-se os dados recolhidos, em percentagem.

60%
50%
40%
30%
20%
10%
0%
-10%
-20%
-30%

5. Um hotel divulgou, no final do més de maio de 2019, a variagdo do niumero de quartos ocupados em cada
més, relativamente ao més anterior.

No més de abril, o hotel registou uma ocupacao de 198 quartos.

Quantos quartos foram ocupados no més de margo?

(A) 228
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6. Num dos dias do Interrail, a Elsa sentiu-se febril. Mediu a temperatura corporal e, como estava com febre,
tomou um medicamento e ficou no quarto do hotel.

Admita que a temperatura corporal da Elsa, em graus Celsius (°C), ¢ horas apds a toma do medicamento,
€ bem aproximada pelo modelo seguinte.

C(1)=26+13¢0:0081 para ¢ €[0, 24]

Considera-se =0 o instante em que a Elsa tomou o medicamento.

6.1.

6.2.

Admita que a Elsa tomou o medicamento as 9 horas.

Se as 14 horas e 30 minutos a temperatura corporal da Elsa nao tivesse diminuido, pelo menos,
0,5 °C, seria necessario recorrer a outro medicamento.

Indique, justificando, se tera sido necessario recorrer a outro medicamento.
Na sua resposta, apresente todos os calculos que efetuar.

Caso proceda a arredondamentos nos calculos intermédios, conserve trés casas decimais.

Preocupados com a Elsa, os amigos foram telefonando ao longo do dia.

Num dos telefonemas, a Elsa disse-lhes que a sua temperatura corporal era 38 °C e, no telefonema
seguinte, disse-lhes que ja era 37,8 °C.

Quanto tempo decorreu entre os dois telefonemas?
Apresente o resultado, em horas, arredondado as unidades.

Para responder a esta questao, recorra as capacidades graficas da sua calculadora e apresente:
— o(s) grafico(s) visualizado(s);

— as coordenadas do(s) ponto(s) relevante(s) com arredondamento as décimas.
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7. Um dos aspetos mais importantes para que um /nterrail decorra de acordo com o planeado € o cumprimento
dos horarios dos comboios.

7.1. NaTabela4, estdo parcialmente registados os dados relativos aos tempos de atraso de comboios,
em minutos, arredondados a unidade.

Tabela 4
Temp<(> nc::: ;\traso N.° de comboios Frqui:ﬂi I:ll::’saoluta

0 2

2 14

4 a

5 13 37

b 13
15
17 100

Admita que a mediana do conjunto de dados apresentados na Tabela 4 € 11 minutos e que todos
os valores em falta na tabela séo diferentes de zero.

Determine os valores de a ede b.
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7.2. O atraso dos comboios € um dos motivos que levam os clientes a apresentarem reclamacgoes.
Uma companhia ferroviaria apresentou, no seu relatério de qualidade do ano 2019, o ponto de
situagao relativamente as reclamacdes apresentadas. Estas foram classificadas como concluidas
(respondidas) ou pendentes (a aguardar resposta).

No Grafico 2, indicam-se os dados referentes ao total das reclamagdes apresentadas e as
apresentadas em duas das estagodes, E1 e E2.

7.21.

7.2.2.

Grafico 2
Estado das reclamagdes apresentadas
Concluidas Pendentes
55% Total [ 45%
o N = [ 60%
25% I = I

75%

Sabe-se que, do conjunto das reclamagdes apresentadas em todas as estagdes daquela

companhia, 13 680 se encontram pendentes e que, do total das reclamacdes apresentadas,
40% sao da estagao E2.

Quantas reclamacgdes apresentadas na estacdo E2 estdo pendentes?

Foram selecionadas, ao acaso, duas das reclamagdes apresentadas.

A primeira foi escolhida de entre as apresentadas na estagdo E1 e a segunda foi escolhida de
entre as apresentadas na estagédo E2.

Qual é a probabilidade de ambas se encontrarem no mesmo estado?

(A) 0,1 (B) 0,45 (€) 0,55 (D) 0,88
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8. Sempre que viaja, a Maria efetua as reservas dos alojamentos utilizando quatro plataformas online, A, B,
C e D, e nunca cancela nenhuma das reservas que efetua.

Na Figura 2, apresenta-se o grafico circular construido com base nas reservas efetuadas pela Maria em
cada uma das plataformas, no qual estéo registadas as amplitudes dos sectores circulares que o compdem.

Reservas efetuadas por plataforma

45°
180° 4 o
N\ /4

Figura 2

8.1. Depois da estadia, a Maria avalia, através da plataforma de reservas, a qualidade dos servigos
prestados em cada um dos alojamentos.

Sabe-se que:

e um dos sectores de menor amplitude do grafico circular apresentado na Figura 2 corresponde as
reservas efetuadas na plataforma A;

e quando fica em alojamentos reservados através da plataforma A, a Maria atribui ao alojamento a
classificagdo de Muito Bom em metade dos casos;

e quando nao fica em alojamentos reservados através da plataforma A, a Maria atribui ao alojamento
a classificagdo de Muito Bom em apenas um de cada sete casos.

Escolhe-se, ao acaso, um alojamento a que Maria atribuiu Muito Bom.

Determine a probabilidade de esse alojamento ter sido reservado através da plataforma A.

8.2. Admita que, do grafico circular apresentado na Figura 2, o sector cuja amplitude é 90° corresponde
as reservas efetuadas na plataforma C.

Das reservas que a Maria efetua:

e 10 sdo reservas realizadas na plataforma C;

e 30% sao para alojamentos no estrangeiro;

e 20% sao reservas realizadas na plataforma C e para alojamentos no estrangeiro.

Determine o numero de reservas que nao sao realizadas através da plataforma C nem s&o para um
alojamento no estrangeiro.
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9. No final de um ano, fez-se um estudo estatistico relativo a variavel aleatéria «duragdo, em minutos, da
viagem de comboio entre as estacbes E1 e E2».

Essa variavel € bem modelada por uma distribuicado normal com valor médio /£ e desvio padrao o'
Escolhe-se, aleatoriamente, uma das viagens.
Admita que a probabilidade de essa viagem ter uma duracéo até 43 minutos é, aproximadamente, 0,72.

Qual pode ser o valor médio e o desvio padrao da variavel em estudo?

(A) £u=36;0=3 B) £#=39;0=3 (C) u=36;,0=7 (D) ©u=39;0="7

10. Numa amostra aleatéria de 256 pessoas que realizaram apenas um Interrail em 2019 verificou-se que,
em média, visitaram 5 paises e que o valor do desvio padrao dessa amostra € de 3,9.

Obtenha a margem de erro de um intervalo de confianga a 99% para o niumero médio de paises visitados
pelas pessoas que realizaram apenas um Interrail em 2019.

Apresente o resultado com arredondamento as centésimas.

Caso proceda a arredondamentos nos calculos intermédios, conserve trés casas decimais.

FIM
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COTAGOES

As pontuacdes obtidas nas respostas a estes

3 itens da prova contribuem obrigatoriamente 1. 2. 71. Subtotal
para a classificagéo final.

Cotagao (em pontos) 20 18 18 56
Destes 11 itens, contribuem para a classificacao

final da prova os 8 itens cujas respostas obtenham 4. 6.1.| 6.2. (7.2.1./7.2.2. 8.1.| 8.2.| 9. | 10. |Subtotal
melhor pontuacéao.

Cotagao (em pontos) 8 x 18 pontos 144
TOTAL 200
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